APPLI CORRIGEE : « Une double somme est égale au produit des sommes des modalités ligne et
colonne » d’un tableau croisé — J’apprends a construire mon tableau -

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

2 2 4 6 10 12 14 16 18
3 3 6 9 12 15 18 21 24 27
4 4 8 12 16 20 24 28 32 36
5 5 10 15 20 25 30 35 40 45
6 6 12 18 24 30 36 42 48 54
7 7 14 21 28 35 42 49 56 63
8 8 16 24 32 40 48 56 64 72
9 9 18 27 36 45 54 63 72 81

1 2 3 4 5 6 7 8 9

2 4 6 8 10 12 14 16 18
3 6 9 12 15 18 21 24 27
4 8 12 16 20 24 28 32 36
5 10 15 20 25 30 35 40 45
6 12 18 24 30 36 42 48 54
7 14 21 28 35 42 49 56 63
8 16 24 32 40 48 56 64 72
9 18 27 36 45 54 63 72 81

1 2 3 4 5 6 7 8 9

2 4 6 10 12 14 16 18
3 6 9 12 15 18 21 24 27
4 8 12 16 20 24 28 32 36
5 10 15 20 25 30 35 40 45
6 12 18 24 30 36 42 48 54
7 14 21 28 35 42 49 56 63
8 16 24 32 40 48 56 64 72
9 18 27 36 45 54 63 72 81

Soit le tableau des tables de multiplication

Le tableau est composé de 9 Colonnes et 9
lignes.

On dit qu’il est de rang 9. Ce que l'on écrit :

n =9 (c’est-a-dire 9 sur 9)

On réalise les produits ligne colonne
Soit au total 81 produits=9x9

Ou (n.n) = n? produits = 92
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Il existe des produits en diagonal ou
appareillés

Soit n =9 produits en diagonal

H

ligne fois colonne ou colonne fois ligne

(1x1) ou (1x1) =1

(2x2)=(2x2)=4

Etc...

(Vo T I oo I I N I (@ ) I (L O 2 I (R = IR OV}

Il existe des produits hors diagonale ou
dépareillés et symétriguement égaux

(3x2)=(2x3) =6

H

(6x3)=(3x6)=18

(9x5)=(5%9)=45 etc.....

Leur nombre est :

Soit n? au total
Soit n en diagonale
donc hors diagonale
n2-n=n(n-1) =9 (9-1) = 72 produits

O |00 | I N U (bW
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TRADUCTION ALGEBRIQUE (construction d’un tableau algébrique)
Choix des indices
ilignes: i=1a9
jcolonnes:j=1a9
choix des variables
lignes xi = X1 A X9

colonnes yj=yi1avys

Y1 Y2 Y3 Ya Ys Ye y7 Ys Yo
Yj
Xi

X1

X2

X3

X4

Xs

X6

X7

X3

X9

Réalisation des produits (xi.y;)

Y1 Y2 Y3 Ya Ys Ye Y7 Ys Yo n(n-1) produits hors diagonale ou
Yi dépareillés et symétriguement égaux
Xi
X1 Xi.Y2 | X1.ys | XaYa | Xuys | XiYe | Xuy7 | Xuys | Xuye || X3:Y2=X2¥3
X2 X2.Y1 X2.¥3 | X2.Ya | Xo.¥s | Xa.¥e | Xao.y7 | Xo.ys | Xo.yo || Xe-Y3=X3.Ye6
X3 X3.y1 | Xa.¥2 X3.Ya | Xa.Ys5 | Xa.We | Xa.y7 | Xa.¥s | Xa.Yo || Xo.ys=Xs.ys etc...
Xq Xa.y1 | XaY2 | Xa.y3 Xa.Ys | XaYe | Xa.Y7 | XaYs | Xa.Y9 n(n-1) =9 (9-1) = 72 produits
Xs Xs.¥1 | Xs.¥2 | Xs.y3 | Xs.Ya Xs.¥6 | X5.Y7 | Xs.¥s | X5:¥9 || p =9 produits en diagonale
X6 Xe.y1 | Xe.Y2 | XeY3 | Xeya | Xe.Ys Xe.Y7 | Xe.Ys | Xe.yo || appareillés
X7 X7.y1 | X72.¥2 | X7.¥3 | X72.ya | X7.¥s | X7.Ve X7.Ys | X7.Yo (x1.y1) (X2.¥2)eeeun . (x9.y9)
Xs Xg.Y1 | Xs.Yo | Xs.Y3 | XaY4 | Xs.Ys | XaV6 | Xs.y7 Xs.Yo_[| Soit au total : n(n-1)+n = n®n+n = n?
X9 X9.Y1 X9.Y2 X9.Y3 X9.Y4 X9.Ys X9.Y6 X9.Y7 X9.Ys =92-81
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Réalisation des Sommes Lignes (SL) et Colonnes (SC)

Il est possible de remplir le tableau en opérant en lignes (ou selon les lignes, donc suivant i), ou bien en opérant
en colonnes (ou selon les colonnes, donc suivant j).

Selon les lignes (ou suivant i)

Exemple de la premiere ligne : calcul de SL; appliqué aux Tables

0 2 3 4 5 6 7 8 9 SL
1 4 5 6 7 8 9 45
2

3

4

5

6

7

8

9
SC

(1.2)+(1.2)+(1.3)+(1.4)+(1.5)+(1.6)+(1.7)+(1.8)+(1.9) = 1+2+3+4+5+6+7+8+9 = 45
En mettant 1 en facteur
1(1+2+3+445+6+7+8+9) = 1(45) = 45

L'opération est identique pour toutes les lignes jusqu’a SL9

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 SL
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 45
2 2 4 6 8 10 12 14 16 18 90
3 3 6 9 12 15 18 21 24 27 135
4 4 8 12 16 20 24 28 32 36 180
5 5 10 15 20 25 30 35 40 45 225
6 6 12 18 24 30 36 42 48 54 270
7 7 14 21 28 35 42 49 56 63 315
8 8 16 24 32 40 48 56 64 72 360
9 9 18 27 36 45 54 63 72 81 405
SC
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Traduction algébrique de SL1

Y1 Y2 Y3 Ya Ys 3 y7 Vs Yo SL
Xi
9
X1 X1.Y1 X1.Y2 X1.Y3 X1.Y4 X1.Ys X1.Ye X1.Y7 X1.Ys X1.Ys | ¥1 2j=1 Yj
X2
X3
X4
Xs
Xe
X7
Xs
X9
SC
X1Y1 + X1Y2 + X1y3 + X1Ya + X1Ys + X1Ye + X1Y¥7 + X1Ys + X1y9 = en mettant x; en facteur
XiYi+Y2+Ys+Yatys+Yetyr+ys+ye) =X X7qY;
L’'opération est identique pour toutes les lignes jusqu’a SLs.
Y1 Y2 Y3 Ya Ys Yo Y7 Ys Yo SL
Xi
9
X1 X1.Y1 X1.Y2 X1.Y3 X1.Ya X1.Ys X1.Ye X1.Y7 X1.Ys X1.Yo | X1 Zj:l Yj
9
X2 X2.Y1 X2.Y2 X2.Y3 X2.Y4 X2.Ys X2.Ye X2.Y7 X2.Ys X2.Yo | X2 Zj:l Yij
9
X3 X3.Y1 X3.Y2 X3.Y3 X3.Y4 X3.Ys X3.Ye X3.Y7 X3.Ys X3.Yo | X3 Zj:l Yij
9
X4 X4.Y1 X4.Y2 X4.Y3 X4.Y4 X4.Ys X4.Ye X4.Y7 X4.Ys Xa.Yg | X4 Zj:l Vi
9
Xs Xs5.Y1 Xs.Y2 Xs5.Y3 Xs5.Y4 Xs.Ys Xs.Ye Xs.Y7 Xs.Ys8 Xs.Yo | X5 Zj:l Vi
9
X6 X6.Y1 X6.Y2 X6.Y3 X6.Y4 X6.Ys X6.Y6 X6.Y7 Xe6-Y8 X6.Yo | X6 Zj:l Vi
9
X7 X7.Y1 X7.Y2 X7.Y3 X7.Y4 X7.Ys X7.Ye X7.Y7 X7.Ys8 X7.Yo | X7 Zj:l Yij
Xs 9
Xg.Y1 Xg.Y2 Xg.Y3 Xg.Y4 Xg.Ys X8.Ye Xg.Y7 Xg.Ys Xg.Yo | X8 Zj:l Yij
9
X9 X9.Y1 Xg.Y2 X9.Y3 X9.Y4 | Xo.¥s Xo.Y6 | Xo.Yy7 Xo.Yg | Xo.Y9 | X9 Zj=1 Vi
SC
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Selon les colonnes (ou suivant j)

Exemple de la premiére colonne (SC1) (tableau des Tables)

SL

o
[y
N
w
IS
(92}
(o)}
~
(0]
(o)

O (00 | N o | v |~ | W N |
O | W N oo un | W N R

wn
(@]
S
(5]

(1.2)+(1.2)+(1.3)+(1.4)+(1.5)+(1.6)+(1.7)+(1.8)+(1.9) = 1+2+3+4+5+6+7+8+9 = 45
En mettant 1 en facteur
1(1+243+445+6+7+8+9) = 1(45) = 45

L’opération est identique pour toutes les colonnes jusqu’a SC9

o
[
N
w
I
Ul
(o)}
~
(0]
o

12 16 20 24 28 32 36

15 20 25 30 35 40 45

12 18 24 30 36 42 48 54

14 21 28 35 42 49 56 63

16 24 32 40 48 56 64 72

O | 0| N OO | UV |~ wWw N |-
O | 0| N | OO | U | W|N|M=
=
o

18 27 36 45 54 63 72 81

90 | 135 | 180 | 225 | 270 | 315 | 360 | 405

w0
(@]
i
(9]
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Traduction algébrique de SC1

J. y1 y2 ys Ya Ys Y6 y7 ye Yo SL
Xi
X1 X1.Y1 X1.Y2 X1.Y3 X1.Ya X1.Ys X1.Ye X1.Y7 X1.Ys X1.Y9
X2 X2.Y1 X2.Y2 X2.Y3 X2.Ya X2.Ys X2.Ye X2.Y7 X2.Ys X2.Y9
X3 X3.Y1 X3.Y2 X3.Y3 X3.Ya X3.Ys X3.Ye X3.Y7 X3.Ys X3.Y9
Xa Xa.Y1 X4.Y2 X4.Y3 X4.Ya Xa.Ys X4.Ye X4.Y7 Xa4.Ys Xa4.Y9
Xs Xs.Y1 Xs.Y2 Xs5.Y3 Xs5.Y4 Xs.Ys Xs.Ye X5.Y7 Xs.Ys Xs5.Y9
X6 X6.Y1 Xe.Y2 Xe6.Y3 Xe6.Ya Xe6.Ys Xe6.Y6 X6.Y7 Xe6.Ys8 Xe6.Y9
X7 X7.Y1 X7.Y2 X7.Y3 X7.Ya X7.Ys X7.Ye X7.Y7 X7.Ys X7.Y9
X8
Xs.Y1 Xs.Y2 Xg.Y3 Xg.Ya Xs.Ys Xs.Ye Xs.Y7 Xs.Ys Xs.Y9
X9 Xo.Y1 X9.Y2 X9.Y3 X9.Y4 X9.Ys Xa.Ye X9.Y7 X9.Ys X9.Y9
9 9 9 9 9 9 9 9 9
SC Jﬁz, Xi J’zzl Xi Y3Z, Xi J’4Z. Xi YSZ. Xi )’62. Xi J’7Zl Xi )’szl Xi J’9Z. Xi
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1 j=1 j=1 j=1 j=1
YiX1+ Y1Xa + Y1Xs + Y1iXa + Y1Xs + YiXe + Y1X7 + YiXs + YiXe = en mettant x; en facteur
Vi (Xi# Xa+ X3+ Xa+ Xs+ X6+ X7+ Xa+ Xo) = Y1 X7 X;
L’opération est identique pour toutes les colonnes jusqu’a SCo.
Ensemble du tableau algébrique
J. y1 y2 ys Ya Ys Y6 y7 ye Yo SL
Xi
9
X1 X1.Y1 X1.Y2 X1.Y3 X1.Ys X1.Ys X1.Ys X1.Y7 X1.Ys X1.Yo X1 Zj:l Vi
x, Y2 ;
X2 X2.Y1 X2.Y2 X2.Y3 X2.Ya X2.Ys X2.Ye X2.Y7 X2.Ys X2.Y9 22j=1)j
x3 Y7 ;
X3 X3.Y1 X3.Y2 X3.Y3 X3.Ya X3.Ys X3.Ye X3.Y7 X3.Ys X3.Y9 3j=1)j
X, 37 ;
X4 Xa.Y1 X4.Y2 X4.Y3 X4.Ya X4.Ys X4.Ye X4.Y7 X4.Ys X4.Y9 4 2j=1)j
9
Xs Xs.Y1 Xs.Y2 X5.Y3 Xs5.Ya Xs.Ys Xs.Ye Xs5.Y7 Xs.Y8 X5.Y9 Xs Zj:l Vi
9
Xs X6-Y1 X6-Y2 X6-Y3 X6.Y4 Xs.Ys X6.Ys6 X6.Y7 X6.Y8 Xe.Yo | X6 Zj:l Vi
x; Y2 ;
X7 X7.Y1 X7.Y2 X7.Y3 X7.Ya X7.Ys X7.Ye X7.Y7 X7.Ys8 X7.Yo 72Lj=1)j
Xs 29 .
Xs.Y1 Xg.Y2 Xg.Y3 Xg8.Ya X8.Ys Xg-Ye X8.Y7 Xg.Ys8 Xs.Y9 Xg Lj=1)j
X9 X9.Y1 X9.Y2 X9.Y3 X9.Y4 X9.Ys X9.Ye6 X9.Y7 X9.Ys X9.Y9

SC

9
Y1 Z Xi
j=1

9
.'VZzl x
j=1

i

9
V3 Z Xi
j=1

9
J’4Z. Xi
j=1

9
YSZ. Xi
j=1

9
3’62. X,
j=1

i

9
J@Zl x
j=1

i

9
3’82. X,
j=1

i

9
J’9Z. Xi
j=1

Il est alors possible de calculer la somme totale du tableau (en rouge)
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D’abord celle des tables

o| 1| 21|34 |5 |6 |7]|z8]39 sL
1 1|23 ]| a5 ]6]7]|8]0> 45
2 | 2] 4| 6| 8 [10]12]14]16] 18 90
3 | 3] 6| 9 |12]15]18]21]24]27 135
4 | 4| 8 [ 12|16 | 20| 24| 28| 32] 36 180
5 | 5 | 10|15 | 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45 225
6 | 6 | 12 | 18 | 24 | 30 | 36 | 42 | 48 | 54 270
7 | 7 | 14| 21| 28|35 | 42| 49 | 56 | 63 315
8 | 8 |16 | 24 | 32 | 40 | 48 | 56 | 64 | 72 360
9o | 9 [ 18 27 |36 | 45 |54 | 63 | 72| &1 405
sc | 45 | 90 [ 135 | 180 | 225 | 270 | 315 | 360 | 405 [NEIZ NN

On se rend compte qu’il est indifférent d’obtenir 2025, en SL ou en SC. Numériquement on calcule :
45+90+135+180+225+270+315+360+405 = 2025.

Il en est de méme dans le tableau algébrique. Mais, du fait de I'algebre, il est nécessaire d’écrire la
somme totale de deux manieres : en SL puis en SC

Somme total du tableau en ligne (SL)

i Y1 Y2 Y3 Ya Ys Y6 y7 Ys Yo SL

Xi

X1 X1.Y1 X1.Y2 X1.Y3 X1.Ya X1.Ys X1.Ye X1.Y7 X1.Ys X1.Y9 X1 Z?:l Vi
9

X2 X2.Y1 X2.Y2 X2.Y3 X2.Ya X2.Ys X2.Ye X2.Y7 X2.Ys X2.Y9 X2 Zj:l Yij
9

X3 X3.Y1 X3.Y2 X3.Y3 X3.Ya X3.Ys X3.Ye X3.Y7 X3.Ys X3.Y9 | X3 Zj:l Vi
9

Xa Xa.y1 | XaY2 | Xays Xa.Ya X4.Ys Xa.Yo | Xayr | Xays | Xayo | XaXi=1Yj

Xs Xs.Y1 Xs5.Y2 Xs5.Y3 Xs5.Y4 Xs.Ys Xs.Ye6 Xs.Y7 Xs.Ys Xs.Y9 X5 Z?:l Yij
9

X6 X6.Y1 X6.Y2 X6.Y3 X6.Y4 X6.Ys X6.Y6 X6.Y7 Xe-Ys8 X6-Yo X6 Zj:l Yij
9

X7 X7.Y1 X7.Y2 X7.Y3 X7.Ya X7.Ys X7.Ye X7.Y7 X7.Ys X7.Y9 | X7 Zj:l Vi

X

8 Xs.Y1 Xs8.Y2 Xg.Y3 Xs8.Ya Xs8.Ys Xs.Ye X8.Y7 Xs.Ys8 Xs8.Yo Xg Z?’:l Vi
Xg X9.Y1 X9.Y2 X9.Y3 X9.Y4 Xa.Ys X9.Ye6 X9.Y7 X9.Ys X9.Y9
SC

L’addition des lignes

9 9 9 9 9 9 9 9 9
QLHTRY TR RN W a ) yrn ) wre) yrn), yn)
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

On constate que le terme Z?=1 Yj peut étre mis en facteur

9
2 yj(x1+x2+x3+x4+x5+x6+x7+x8+x9)
i=1
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En sortant la parenthése (qui est une constante ) du sigma, :
9
(1 + 23 +x3+ x4+ x5+ x5+ 27, + x5 +x9)zj_1yj

L’addition entre parenthése n’est autre que la somme des x;de 1a 9
(1 + x5 + x5+ x4 + X5+ Xg + X7 + Xg + Xo) =Yoo X;

Le total en rouge peut donc s’écrire : Z?zl X; Z?zl Yj- Il s’interprete comme une double somme, ici suivant
i, ou suivant les lignes.

La diction en est : « Double somme suivant i des (xi. y;) »

Somme totale du tableau en colonnes (SC)

Xi

Y1 Y2 Y3 Ya Ys Ye Y7 Ys Yo

SL

X1

X2

X3

X4

Xs

X6

X7

X8

X9

9 9 9 9 9 9 9 9 9
SC }’12_ Xi }’zz_ Xi }’32_ Xi }’42_ Xi J’SZ_ Xi J’fsz_ Xi }’72_ Xi J’8Z_ Xi ygz_ Xi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

L’addition des colonnes

9 9 9 9 9 9 9 9
}’12_ xi"‘)’zz_ xi+ylz_ xi"‘)ﬁz_ xi"‘)ﬁz_ xi+ylz_ xi"‘)ﬁz_ xi+y92_ X;
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

On constate que le terme Z?zl X; peut étre mis en facteur

9
Z,%m+h+%+m+m+%+w+%+%)

=1
L’addition entre parenthése n’est autre que la somme des y;,de 1a 9
D1+ Y2+ Y3 +Ya+Ys +ys+ Y7+ Y3 +Y9) = X7, Y
Le total en rouge peut donc s’écrire : Z?=1 Vi Z?=1 x;. Il s’interpréte comme une double somme, ici suivant j, ou

suivant les colonnes.
La diction en est : « Double somme suivant j des (y; x xi) »
On obtient ainsi les deux premiéres formules de la double somme (ou double sigma):

9 9
Li=1 ZJ:l *i ¥i double somme suivant i

b+ 1 27 Vi x
j= i=1 Vi X; . .
=% 77 " double somme suivant j
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Dans chaque cas, on a en effet effectué une double somme : celle préparatrice aux lignes (SL), puis
addition des sommes lignes. De méme pour les colonnes (SC).

Les deux formules suivantes sont celles qui permettent d’énoncer la régle de la double somme :
La double somme est le produit des sommes des modalités ligne et colonnes.

[llustration de la régle par les tables

0 1 2 3 a 5 6 7 8 9 Les modalités lignes sont (en grisé)

1 123456789

2 En les additionnant

3 1+2+3+4+45+6+7+8+9=45

4 Les modalités colonnes sont (en jaune)

5 123456789

6 En les additionnant

! 1+2+3+4+5+6+7+8+9=45

: En effectuant leur produit : 45x45 = 2025

Il en est de méme algébriquement :

Xi

Y1 Y2 Y3 Ya Ys Ye Y7 Ys Yo

X1

X2

X3

Xq

Xs

Xe

X7

Xs

X9

Les modalités lignes sont (en grisé)
X1 X2 X3 X4 X5 Xg X7 Xg X9

En les additionnant
X1+ Xy + X3+ X4+ X5+ Xg + X7+ Xg + Xg = Yioq X;
Les modalités colonnes sont (en jaune)
V1Y2Y3YaYV5VeY7 V8o
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En les additionnant

D1 +Y2+ Y3 +Ya+Ys+Ys+y7+Ys+Yo) =2im1 ¥

En effectuant leur produit on vérifie la regle énoncée, celle de la double somme :

9 9
i=1Xi Zj=1 Yi .
suivant les lignes

9 9
g WO e B
j—ly} t=1""L " suivant les colonnes

Dans chaque cas, on a en effet effectué une double somme : celle des modalités lignes (les xi), puis
celle des modalités colonnes (les y;). Ou inversement.

RESUME DES 4 FORMULES DE LA DOUBLE SOMME

9 29
= = X; i . H
1=14j=1 X Vi 4ouble somme suivant i

9 9
j=1 Di=1 Yi x

! double somme suivant j

9 9
i=1Xi Lj=1Yj .
suivant les lignes

9 9

AT YT o A
§=1 Vj Lui=1%i suivant les colonnes

Le résultat dépend uniquement des modalités (i) et (j) choisies, et

de leur nombre, car :

La double somme est le produit des sommes des modalités ligne
et colonnes

FIN DU DOCUMENT
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